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Proposition. Soit p un nombre premier, et w une racine complexe p-iéme de l'unité. Alors tous

les mineurs de la matrice de Vandermonde (wkl)0<k I<p_1 sont non nuls.

Introduisons A = Zjw], K = Q(w) et Z = (1 — w)A. Notons que K = Q[X]/(¢p) est un
Q-espace vectoriel de dimension deg ¢, = p— 1, ou ¢, désigne le polynéme cyclotomique d’ordre
.

Considérons le morphisme d’anneaux m: K — End(K) et N =detom.

T —>myt—at

Lemme 1. Soit x € A. On a les propriétés suivantes :
© Xm, € Z[X]
- x € A* si et seulement si N(x) € {—1,1}

Démonstration du lemme 1. La matrice de m, dans la base (1,w, ...,wP~2) de K est & coefficients
entiers puisque m,(w’) = xw’! € A pour tout j € [0,p — 2]. Donc X, € Z[X]. Ceci montre le
premier point. Notons en particulier que N(z) € Z (c’est & un signe pres le coefficient constant
de Xm,)-
Montrons le second point. Si x € A*| il existe y € A tel que xy = 1. Alors N(x)N(y) =
1 et comme N(z) et N(y) sont deux entiers par le premier point, il vient N(x) € {—1,1}.
Réciproquement supposons N(z) € {—1,1}, on écrit xm, = XQ(X) + (=1)P"IN(x) avec Q €
Z[X] par le premier point. D’apres le théoréme de Cayley-Hamilton, zQ(z) = (—1)PN(z) €
{—1,1}, donc z est inversible.
O

Lemme 2. L’anneau A/T est isomorphe au corps Z/pZ.

Démonstration du lemme 2. Pour tout P € Z[X], P(w) = P(1) (mod Z) donc tout élément
de A est congru modulo Z & un entier. La surjection canonique A — A/Z induit alors un
morphisme surjectif Z — A/Z. Son noyau est Z NZ : c’est un idéal de Z, contenant p puisque
p = ¢p(1) = ¢p(w) =0 (mod Z). C’est donc Z ou pZ.

Dans le premier cas, 'anneau A/Z serait nul puis 1 —w € A*. Or N(1 —w) = xm, (1) =
¢p(1) =p ¢ {—1,1} donc 1 — w n’est pas inversible d’aprés le lemme 1. Ainsi ZNZ = pZ et le
morphisme surjectif Z — A/Z induit un isomorphisme entre Z/pZ et A/Z par le théoréme de

factorisation.
O

Revenons maintenant a la proposition. Supposons par ’absurde que I’'un des mineurs est nul.
Il existe 7 € [1,p] et I, J deux parties de cardinal r de [0, p — 1] telles que (w*') n’est

(kl)eIxJ
pas dans GL,.(C).



Ainsi (w*) (k)elx n’est pas dans GL,(K) : il existe une combinaison linéaire non triviale a

coefficients dans A (quitte & multiplier par un entier non nul) entre ses colonnes. Autrement dit,
il existe A = (A)1es € A"\ {0} tel que le polynéme

P= Z A X
leJ

s’annule en w” pour tout k € 1.
On se ramene au cas ot I'un des \; n’est pas dans Z. En effet si z € A\ {0}, 'ensemble

{meN; (1-w)™ |2}
est fini car si (1 —w)™ | z alors N((1 — w)™) | N(z) dans Z, c’est-a-dire p™ | N(z) donc
m < (N (2)).
La division euclidienne de P par le polyndme unitaire [, ., (X — w¥) s'effectue dans A[X].
Il existe ) € A[X] tel que
P=][(x-v"Q

kel

=(x-0'Q
i

En particulier pour tout j € [0,7 — 1], P(J)( ) = 0 c’est-a-dire

leﬁ(i—k):o. (1)

leJ k=0

En réduisant modulo Z,

Mais comme (ch;(l)(X — ];)) B est une famille de r polyndmes de degrés échelonnés, tous
0<j<r—1

de degrés au plus r — 1, c’est une base de (A/Z)[X]<,—1. D’apres (1),

> NR() =0 (2)

leJ

pour tout polynéme R € (A/T)[X]<,—1. Comme J est une partie de [0,p — 1], les l~pou~r leJ
sont deux a deux distincts d’apres le lemme 2. Soit [ € J. En prenant R = Hl’eJ\{l}(X —1") dans

(2), il vient X; = 0. On en déduit que le polynéme P est nul, une contradiction puisque I'un des
A\; n’est pas dans Z.

Voici une application de ce théoréme. Notons G le groupe cyclique 7Z./pZ de cardinal p. On
note C[G] l'espace vectoriel complexe des fonctlons de G dans C, et G le groupe des caracteres
de G. Les éléments de G sont les y; : | € G — w*! pour k € [0,p— 1]] ot [ deblgne la classe de {

modulo p. Si f € C[G], sa transformée de Fourier est I'application fiyelGr—s doea fl )x(D).
On note aussi S(f) le support de f.

Application (Principe d’incertitude de Tao). Soit f € C[G]\ {0}. Alors |S(f)|+|S(f)| > p+1.

Démonstration. Si k € [0,p — 1],

= fOxe) = D fFOw

leG 1ES(f)



Mais d’apres la proposition, le polynéme Zles(f) f()X" a au plus |S(f)| — 1 racines dans U,,

c’est-a-dire p — |S(f)] < |S(f)| — 1, ce qui est I'inégalité voulue.
O

Remarque. Ce développement est issu du sujet d’agrégation du concours spécial docteurs 2017.
On y trouve d’autres applications de ce théoréeme.



